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1 Вступление
Вступление

Когда в теории Галуа доказывают неразрешимость уравнения в ра-
дикалах, подчеркивают, что сам вопрос о том, почему уравнение хотят
решить именно в радикалах, выходит за рамки теории. По аналогии с
этим считают, что список элементарных функций тоже является пред-
метом договора, хотя практика подсказывает обратное: все общеупотре-
бимые трансцендентные функции были известны еще во времена Гаусса.

Во второй половине XIX века было предложена два подхода к про-
блеме решения нелинейных дифференциальных уравнений «в конечным
виде». Первый связывают с именем Софуса Ли, второй – с Полем Пен-
леве.

Подход Ли
В теории Галуа рассматривают конечную группу преобразований, пе-

реводящих корни алгебраического уравнения

𝑥𝑛 + 𝑎1𝑥
𝑛−1 + · · · + 𝑎𝑛 = 0
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в корни этого же уравнения. По аналогии с этим Софус Ли стал рас-
сматривать непрерывные группы преобразований, переставляющих ин-
тегральные кривые дифференциального уравнения

𝑝(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑞(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0.

Подход Ли
Если известна однопараметрическая группа таких преобразований:

𝑥′ = 𝑥 + 𝜀𝜉(𝑥, 𝑦) + . . . , 𝑦′ = 𝑦 + 𝜀𝜂(𝑥, 𝑦) + . . . ,

то выражение
𝜇 = 𝑝𝜉 + 𝑞𝜂

является интегрирующим делителем уравнения:

𝑝(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑞(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 𝜇𝑑𝑢.

Напр., для
𝐹 (𝑦/𝑥)𝑑𝑥− 𝑑𝑦 = 0

угадать группу нетрудно:

𝑥′ = (1 + 𝜀)𝑥, 𝑦′ = (1 + 𝜀)𝑦, 𝜇 = 𝐹 (𝑦/𝑥)𝑥− 𝑦.

CAS: Soldier, 1967
В 1960-х года Мозес (Joel Moses , 1967 [1], [2]) создал первую систе-

ма компьютерной алгебры, умевшая решать оду «аналитически». Эта
программа отыскивала интегрирующие множители определенного вида.
Напр., оду имеет множитель вида

𝜇 = 𝑓(𝑦),

если
𝜕

𝜕𝑦

𝜕𝑄
𝜕𝑥

− 𝜕𝑃
𝜕𝑦

𝑃
= 0

Проверять каждый раз это соотношение руками утомительно, и напро-
тив, вставить такую проверку в программу совсем не трудно.

2



CAS: Maple, 1997
В 1990-х на смену элементным методам интегрирования пришел груп-

повой анализ, напр., пакет DETools в Maple. Его разработкой занималась
большая группа под руководством Чеб-Терраба (E.S. Cheb-Terrab, 1997
[3]). Этот пакет ищет инфинитезимальный оператор (𝜉, 𝜂) определенного
вида, напр.,

{𝜉 = 0, 𝜂 = 𝑓(𝑥)}, {𝜉 = 0, 𝜂 = 𝑓(𝑦)}, . . .

Окончательная теория здесь получилась бы, если бы можно было пе-
речислить все виды оператора, при которых за конченое число шагов
можно выяснить, имеет заданное уравнение такую группу, или нет.

Тестирование пакета DETools на уравнениях из Камке
78 % из взятых в рассмотрение 552 уравнений имеют группу одного

и того же вида:
𝜉 = 𝑓(𝑥), 𝜂 = 𝑔(𝑥)𝑦 + ℎ(𝑥);

Чеб-Терраб и Колокольников (2000 г. [4]) называли ее линейной.

∙ Уравнение Риккати всегда допускает линейную группу

∙ Для любого уравнения можно за конечное число шагов выяснить,
допускает ли уравнение линейную группу

∙ Если уравнение отлично от уравнения Риккати, то коэффициенты
𝑓, 𝑔, ℎ можно вычислить за конечное число шагов.

Свойство Пенлеве
Если общее решение дифференциального уравнения

𝑓(𝑦(𝑛), . . . , 𝑦, 𝑥) = 0

имеет в качестве подвижных особых точек на комплексной плоскости
разве только полюса, то говорят, что это уравнение обладает свойством
Пенлеве и надеются, что такое решение можно будет описать при помощи
отношения двух всюду сходящихся степенных рядов.

Главный недостаток этой теории – алгебраическая неинвариантность:
простейшее алгебраическое преобразование координат уничтожает свой-
ство Пенлеве.
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Свойство Пенлеве-2

∙ Среди уравнений вида 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) с рациональной по 𝑦 правой
частью свойством Пенлеве обладает только уравнение Риккати.

∙ Среди уравнений вида 𝑦′′ = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑦′) свойством Пенлеве облада-
ет ряд уравнений, решения которых представляют собой новые
трансцендентные мероморфные функции. Таково, напр., уравнение
𝑦′′ = 6𝑦2 + 𝑥.

∙ К настоящему моменту закончена классификация уравнений вида

𝑦(𝑛) = 𝑚

√︁
𝑓(𝑥, 𝑦, . . . , 𝑦(𝑛)),

новых трансцендент она не добавила (Соболевский С.Л., 2006 [5]).

Тест Пенлеве
Единственный конструктивный способ для выявления уравнений со

свойством Пелеве – тест Пенлеве. К сожалению, как это выяснил еще
Шази (Chazy J., 1911 г. [6], стр. 202), этот тест «срабатывает» на особых
решениях. Напр., уравнение Шази

𝑦′′ = −𝑦3𝑦′ + 𝑦𝑦′
√︀

4𝑦′ + 𝑦4

имеет общее решение
𝑦 = 𝐴 tg(𝐴3𝑧 + 𝐵)

с подвижными полюсами и особое решение

𝑦 = 3

√︃
4

3(𝑥− 𝐶)

с подвижной алгебраической особой точкой. Современные авторы пони-
мают свойство Пенлеве шире Пенлеве как свойство любого семейства
решений, а не только общего решения.

Теорема сложения
Употребление трансцендентных Пенлеве на практике осложнено как

раз тем, что они не обладают теоремой сложения. Все элементарные
функции, равно как и эллиптические обладают алгебраической теоремой
сложения, то есть 𝑓(𝑥 + 𝑦) можно выразить алгебраически через 𝑓(𝑥) и
𝑓(𝑦).

Для решения задачи Коши, скажем, для уравнения �̇� = 𝑥 нужно
составить таблицы значений одного частного решения этого уравнения
и только при малых 𝑡, все остальное получится из теоремы сложения для
𝑒𝑡.
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Теорема сложения и локальная теорема Коши
Вейерштрасс в свой дипломной работе (1840 г.) распространил эту

идею на эллиптические функции и связанные с ними дифференциаль-
ные уравнения. Здесь он доказал то, что мы теперь называем локальной
теоремой Коши, и при помощи теоремы сложения сделал ее глобальной
– доказал мероморфность эллиптических функций.

Теорема 1 (Вейерштрасс, 1860-е г., Эрмит, 1873 [6], стр. 113). Алгебра-
ической теоремой сложения обладают только рациональные функции
от 𝑥 или от 𝑒𝑥 и эллиптические функции.

Алгебраические идеи в работах Пенлеве
Если общее решение уравнения

𝑓(�̇�, 𝑥, 𝑡) = 0

зависит от константы алгебраически, то для его представления доста-
точно табулировать конечное число трансцендентых функций одной пе-
ременной – коэффициентов этой функции.

Теорема 2 (Пенлеве, 1890 г.[7]). Интегрирование алгебраического диф-
ференциального уравнения

𝐹 (�̇�, 𝑥; 𝑡) = 0,

общее решение которого зависит от константы алгебраически, вводит
не более трех трансцендент, таковыми могут быть или решения урав-
нения Риккати, или одна эллиптическая функция.

Алгебраические идеи в работах Пенлеве-2
В Стокгольмских лекциях (1897 [8]) Пенлеве распространил эти ре-

зультаты на уравнения 2-го порядка. Алгебраическая сторона этих идей
Пенлеве, высказанных в аналитической форме, не обратила на себя вни-
мание. Такому положению дел, вероятно, способствовало то досадное
обстоятельство, что в работу 1890 г. вкралась ошибка, отмеченная и ис-
правленная Пенлеве много позже [9].

Между тем, она, по моему мнению, может быть представлена как
наиболее последовательное распространение теории Галуа на дифферен-
циальные уравнения.
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2 Постановка задачи
Система алгебраических дифференциальных уравнений

Рассмотрим систему алгебраических уравнений

�̇�1 = 𝑔1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛; 𝑡), . . . �̇�𝑛 = 𝑔𝑛(𝑥1, . . . 𝑥𝑛; 𝑡),

где 𝑔𝑖 – алгебраические функции переменных 𝑥1, . . . 𝑥𝑛, коэффициенты
которых могут быть какими угодно аналитическими функциями 𝑡.

Нормальная форма
Теорема о примитивном элементе позволяет свести такую систему к

нормальной форме Вейерштрасса [10]:

�̇�1 = 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1; 𝑡), . . . �̇�𝑛 = 𝑓𝑛(𝑥1, . . . 𝑥𝑛+1; 𝑡) (1)

где 𝑓𝑖 – рациональные функции переменных 𝑥1, . . . 𝑥𝑛+1, коэффициенты
которых могут быть какими угодно аналитическими функциями 𝑡, но
сами переменные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛+1 связаны алгебраическим уравнением

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1; 𝑡) = 0,

где 𝐹 — полином, коэффициенты которого зависят от 𝑡 аналитически.

Рациональные интегралы
Рациональным интегралом (1) будем называть всякую отличную от

константы функцию 𝑅, рациональную на гиперповерхности

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1; 𝑡) = 0,

и постоянную на любом решении этого уравнения или, что то же, удо-
влетворяющий условию

D𝑅 = 0, D =
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖

+
𝜕

𝜕𝑡
.

Особого смысла рассматривать алгебраических интегралы нет, посколь-
ку они выражаются алгебраических через рациональные интегралы [10].
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Алгебраические интегралы движения
Чаще всего требуют, чтобы коэффициенты интегралов не завесили от

времени или хотя бы выражались алгебраически через коэффициенты
исходной системы.

Для уравнения первого порядка задача нахождения таких интегралов
за конечное число шагов была решена М.Н. Лагутинским (1912 [12], [13]).

В теории гамильтоновых систем изучению таких интегралов положил
начало Брунс (задача 𝑛 тел). До сих пор часто упоминается гипотеза о
связи между свойством Пенлеве и наличием алгебраических интегра-
лов движения (Пенлеве, 1899; В.В. Голубев, 1953 [11], стр. 12) Однако в
1975 году Ю. Мозером [14] проинтегрировал гамильтонову систему, име-
ющую рациональные интегралы движения и общее решение, зависящее
от 𝑡 алгебраически. Тем не менее современные авторы пытаются «спа-
сти» спасти гипотезу, см. [15], стр. 135.

Далее мы выпускаем этот случай из рассмотрения как не вводящий
новых трансцендентных функций.

Поле основных функций
Известное поле функций переменной 𝑡, в котором лежат коэффици-

енты функций 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛+1, 𝐹 будем называть полем основных функций
и обозначать как 𝐾. Напр., для

�̇� = 𝑡𝑥2 + 𝑒𝑡

за таковое можно принять 𝐾 = C(𝑡, 𝑒𝑡). Однако в дальнейшем будет
удобно считать 𝐾 алгебраически замкнутым.

Это поле погрузим в поле 𝐾 ′, в котором содержаться все «нужные»
аналитические функции, в т.ч. решения дифференциального уравнения
(1).

В теории Галуа полю 𝐾 соответствует поле, над которым рассматри-
вается алгебраическое уравнение, а полю 𝐾 ′ – то, в котором это уравне-
ние разлагается на линейные множители.

Рациональные интегралы
Рассмотрим поле рациональных функций на гиперповерхности

𝐹 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1; 𝑡) = 0

с коэффициентами из 𝐾 ′. Рациональным интегралом (1) будем назы-
вать всякий отличный от константы элемент 𝑅 этого поля, постоянный
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на любом решении этого уравнения или, что то же, удовлетворяющий
условию

D𝑅 = 0, D =
𝑛+1∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖

+
𝜕

𝜕𝑡
.

Поле интегралов
Множество всех рациональных интегралов и констант из C мы будем

называть полем рациональных интегралов системы (1) и обозначать как
𝐼. Степень трансцендентности этого поля над 𝐾 конечна. Если несколько
интегралов 𝑅1, . . . 𝑅𝑟 зависимы над 𝐾, то есть

𝑆(𝑅1, . . . 𝑅𝑛; 𝑡) = 0,

то они зависимы и над C. Отсюда:

Теорема 3. Поле интегралов 𝐼 как расширение поля констант C би-
рационально эквивалентно полю рациональных функций на некоторой
гиперповерхности, размерность которой в точности равна числу неза-
висимых рациональных интегралов уравнения 1.

Трансценденты, вводимые интегрированием
Коэффициенты интегралов как аналитические функции 𝑡 не обязаны

принадлежать полю основных функций 𝐾, но могут образовывать и его
расширение, лежащее в поле 𝐾 ′. Это поле будет полем трансцендент,
вводимых интегрированием уравнения 1; оно будет играть роль поля
разложения в теории Галуа.

Теорема 3 означает, что коэффициенты интегралов могут быть вы-
ражены рационально через конечное число аналитических функций, по-
ле трансцендент, вводимых интегрированием 1, имеет конечную степень
трансцендентности над полем основных функций 𝐾. Это число будем
называть числом трансцендент, вводимых интегрированием.

Две основные задачи

∙ Перечислить все трансценденты, которые вообще могут возникнуть
при интегрировании какой-нибудь системы алгебраических диффе-
ренциальных уравнений.

∙ Для заданной системы дифференциальных уравнений указать спо-
соб отыскания рациональных интегралов.
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3 Решение
Автоморфизмы поля интегралов

Теорема 4. Если интегрирование системы 1 вводит 𝑟 трансцендент,
то поле интегралов имеет 𝑟-параметрическую группу C-автоморфизмов.

Доказательство. (i) Базис поля трансцендент над 𝐾 – скажем, функции
𝛼1(𝑡), . . . , 𝛼𝑟(𝑡) – удовлетворяются алгебраической системе дифференци-
альных уравнений.

(ii) Заменяя функции 𝛼1(𝑡), . . . , 𝛼𝑟(𝑡) в интеграле 𝑅(𝑥, 𝛼) на любое
другое решение этой системы, опять получим интеграл. Тем самым будет
задан автоморфизм поля интегралов.

Связь с алгебраической геометрией
Теоремы 3 и 4 вмести утверждают, что поле интегралов эквивалент-

но полю рациональных функций на гиперповерхности, допускающей 𝑟-
параметрическую группу бирациональных преобразований в себя. Это
позволяет превратить любое утверждение теории автоморфизмов гипер-
поверхностей превратить в утверждение об интегралах системы диффе-
ренциальных уравнений.

4 Уравнение 1-го порядка
Алгебраические кривые

Интересующие нас свойства в случае алгебраических кривых мож-
но описать одним числом – родом (gunes) кривой 𝑝. Это число можно
определить различными, но эквивалентными способами:

∙ кривая над C топологически эквивалентна сфере с 𝑝 ручками (Ри-
ман, Клейн [19]);

∙ существует рациональная функция с простыми полюсами в произ-
вольных 𝑝+ 1 точках и число это нельзя уменьшить (Вейерштрасс
[20]).

Уравнения 1-го порядка и алгебраические кривые

∙ Если 𝑝 = 0, то кривая бирационально эквивалентна прямой. Поэто-
му 𝑟 ≤ 3.
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∙ Если 𝑝 = 1, то кривая бирационально эквивалентна эллиптической
кривой 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑔1𝑥 + 𝑔2, допускающей лишь 1-параметрическую
группу. Поэтому 𝑟 = 1.

∙ Если 𝑝 > 1, то имеется лишь конечное число преобразований кри-
вой в себя.

Теорема 5. Интегрирование алгебраического дифференциального урав-
нения

𝐹 (�̇�, 𝑥; 𝑡) = 0

вводит не более трех трансцендент.

Пример № 1
Общее решение уравнения Риккати

�̇� = 𝑝(𝑡)𝑥2 + 𝑞(𝑡)𝑥 + 𝑟(𝑡),

как известно, является дробно-линейной функцией константы:
A1(𝑡)𝑥 + A2(𝑡)

A3(𝑡)𝑥 + A4(𝑡)
= Const

Поэтому интегрирование уравнение Риккати вводит не более 3-х алгеб-
раически независимых функций. При этом всякий рациональный инте-
грал уравнения Риккати является рациональной функций указанного, то
есть поле интегралов бирационально эквивалентно полю рациональных
функций на прямой.

Исследование групповых свойств уравнения Риккати было предме-
том последних работ Ли [16], гл. 24.

Пример № 2
Уравнение

�̇�2 = 𝑥3 + 𝑔1𝑥 + 𝑔2 ↦→ 𝑥 = ℘(𝑡 + 𝐶);

используя теорему сложения можно переписать это равенство

𝑥 = 𝐺(℘(𝑡), ℘(𝐶))

и составить рациональный интеграл с коэффициентами, выражающими-
ся алгебраически через ℘(𝑡) [17]. Поэтому интегрирование этого уравне-
ния вводит одну эллиптическую функцию. Равенство√︀

𝑥3 + 𝑔1𝑥 + 𝑔2 = ℘′(𝑡 + 𝐶)

позволяет указать еще один рациональный интеграл. Значит, в этом слу-
чае поле интегралов эквивалентно полю рациональных функций на эл-
липтической кривой.
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Описание трансцендент

Теорема 6 (Пенлеве, 1890 г. [7]). Интегрирование алгебраического диф-
ференциального уравнения

𝐹 (�̇�, 𝑥; 𝑡) = 0

вводит не более трех трансцендент, таковыми могут быть или реше-
ния уравнения Риккати, или одна эллиптическая функция.

Пенлеве указал конструктивный способ интегрирования уравнения
для 𝑝 = 1; при 𝑝 = 0 уравнение заменой сводится к уравнению Риккати,
вопрос об интегрировании которого естественно рассматривать в теории
линейных уравнений.

5 Жанр 𝑝 > 0

Жанр поля интегралов
Два зависимых над C элемента поля 𝐼 над C связаны некотором урав-

нением
𝐺(𝑟1, 𝑟2) = 0,

для которого можно указать род. Мы назовем жанром поля 𝐼 наиболь-
шее из получающихся таким путем родов, элементы, соответствующие
этому значению рода, будем называть парой жанровых элементов.

Абелевы интегралы первого типа
Пусть жанр 𝑝 поля интегралов больше нуля, 𝑅1 и 𝑅2 – жанровая

пара, связанная уравнением 𝐺(𝑅1, 𝑅2) = 0. Род 𝑝 неприводимой кривой
𝐺 совпадает с числом линейно независимых абелевых интегралов, не
имеющих особенностей на кривой 𝐺, их называют интегралами первого
типа (Art) [20], [21].

Напр., эллиптическая кривая

𝑦2 = 𝑥3 + 𝑔1𝑥 + 𝑔2

имеет один такой интеграл с точностью до мультипликативной констан-
ты, именно ∫︁

𝑑𝑥√︀
𝑥3 + 𝑔1𝑥 + 𝑔2

.
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Нестрогое док-во по Клейну

Линии уровня вещественной и мнимой частей абелева интеграла в
окрестности неособой точки не имеют бесконечно малых овалов. На сфе-
ре (𝑝 = 0) нельзя указать такой системы линий, а на сфере с ручками
(𝑝 ≥ 1) можно [19].

Интегралы движения
Обозначим один из интегралов первого рода на кривой

𝐺(𝜉, 𝜂) = 0

как ∫︁
𝐻(𝜉𝜂)𝑑𝜉.

Тогда
(𝑅1(𝑥;𝑡),𝑅2(𝑥;𝑡))∫︁

0

𝐻(𝜉𝜂)𝑑𝜉

является нерациональным интегралом движения.

Свойства этого интеграла движения

∙ Производные этого интеграла по 𝑥1, 𝑥2 и 𝑡 являются рациональны-
ми функциями на кривой 𝐹 .

∙ Как бы ни менялась точка 𝑥 на гиперповерхности 𝐹 , этот интеграл
остается конечным.

∙ Когда точка 𝑥 замкнутый контур (даже кривая над C – двумерное
вещественное многообразие), этот интеграл меняется на величину,
не зависящую от 𝑡.
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Линейное пространство Ω
Для заданной гиперповерхности 𝐹 (𝑥; 𝑡) = 0 можно чисто алгебраиче-

ским путем построить множество Ω точных линейных 1-форм

𝑃1(𝑥; 𝑡)𝑑𝑥1 + · · · + 𝑃𝑛(𝑥; 𝑡)𝑑𝑥𝑛

обладающих след. свойствами:

∙ 𝑃𝑖 являются рациональными функциями на гиперповерхности 𝐹 с
коэффициентами из 𝐾 ′.

∙ Как бы ни менялась точка 𝑥 на гиперповерхности 𝐹 интеграл от
этой формы остается конечным.

∙ Когда точка 𝑥 замкнутый контур, этот интеграл меняется на вели-
чину (период), не зависящую от 𝑡.

Это пространство является конечномерным линейным пространством
над полем C, а коэффициенты 𝑃𝑖 лежат в 𝐾.

Решение в квадратурах

Теорема 7. Если жанр 𝑝 поле интегралов больше нуля, то в линейном
пространстве Ω имеется подпространство размерности 𝑝, образован-
ное интегралами движения системы.

Взяв базис Ω мы можем отыскать коэффициенты в C для интегра-
лов, решив алгебраические уравнения. Новых трансцендентных функций
𝑡 здесь получить нельзя. Таким путем можно получить 𝑝 интегралов дви-
жения вида ∫︁

𝑃1𝑖(𝑥; 𝑡)𝑑𝑥1 + · · · + 𝑃𝑛𝑖(𝑥; 𝑡)𝑑𝑥𝑛 =

∫︁
𝐴𝑖(𝑡)𝑑𝑡, (2)

где 𝐴𝑖(𝑡) – функция из 𝐾 и 𝑖 = 1, . . . , 𝑝.

Обращение абелева интеграла
При 𝑛 < 5 интеграл∫︁

𝑑𝑥√︀
𝑃𝑛(𝑥)

= 𝑢 (𝑃𝑛 – многочлен степени 𝑛)

берется: 𝑥 можно выразить как мероморфную периодическую функцию
𝑢. При 𝑛 = 2 эта фукнция имеет один период, при 𝑛 = 3, 4 – два комплекс-
ных периода. В 1833 г. Якоби обнаружил, что при 𝑛 > 4 этот интеграл
имеет слишком много периодов и поэтому 𝑥 нельзя выразить через 𝑢 при
помощи мероморфных функций.
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Задача Якоби
Якоби «подправил» задачу [22]: если имеется 𝑝 уравнений

𝑝∑︁
𝑗=1

(𝜉𝑗 ,𝜂𝑗)∫︁
(𝑎,𝑏)

𝐻𝑖(𝜉𝜂)𝑑𝜉 = 𝑢𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑝),

то 𝜉1, . . . 𝜉𝑝 можно найти как корни алгебраического уравнения 𝑝-ой сте-
пени, коэффициенты которого являются меромрфными 2𝑝-периодическими
функциями 𝑢1, . . . , 𝑢𝑝. Эти функции получили название абелевых функ-
ций. Абелевы функции бесполезны для решения задачи обращения ин-
теграла

𝑢 =

∫︁
𝐻1(𝜉𝜂)𝑑𝜉,

и поэтому кажутся математическим вывертом.

Вычисление квадратур
Квадратурам (2) отвечают интегралы∫︁

𝐻𝑖(𝜉𝜂)𝑑𝜉

на исходной кривой 𝐺. Составив для них абелевы функции, без труда
получим:

Теорема 8. Если поле интегралов системы (1) имеет жанр 𝑝 > 0, то
ее интегрирование вводит ровно 𝑝 трансцендент. Эти функции пред-
ставляют собой абелевы функции вида

Al𝑖

(︂∫︁
𝐴1(𝑡)𝑑𝑡, . . . ,

∫︁
𝐴𝑝(𝑡)𝑑𝑡

)︂
,

где 𝐴𝑗 – элементы поля 𝐾 основных функций и 𝑖 = 1, . . . , 𝑝.

Пример: гироскоп
Движение твердого тела с одной закрепленной точкой в поле силы

тяжести описывается системой шести уравнений Эйлера:

𝐽𝑥�̇�𝑥 + (𝐽𝑧 − 𝐽𝑦)𝜔𝑦𝜔𝑧 = 𝑚𝑔(𝑦0𝛾𝑧 − 𝑧0𝛾𝑦), . . .

�̇�𝑥 = 𝜔𝑧𝛾𝑦 − 𝜔𝑦𝛾𝑧, . . .

причем неподвижная точка принята за начало отсчета, (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) – ко-
ординаты центра тяжести в системе координат, движущейся вместе с
телом, а (𝛾𝑥, 𝛾𝑦, 𝛾𝑧) – координаты орта, указывающего направление силы
тяжести, в неподвижной системе координат.
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Гироскоп Бонненбергера (Bohnenberger, Tübinger Stadtmuseum, XVIII c.)
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Пример: гироскоп-2
Эта система обладает свойством Пенлеве в нескольких частных слу-

чаях и в каждом из них удается указать 4 рациональных интеграла дви-
жения, не зависящих явно от времени, и последний множитель 𝜇 = 1.

Случай Лагранжа-Пуассона: 𝐽𝑥 = 𝐽𝑧 и 𝑥0 = 𝑦0 = 0. Неизвестные
функции выражаются через 𝑡 при помощи эллиптических функций.

Случай С.В. Ковалевской: 𝐽𝑥 = 𝐽𝑦 = 2𝐽𝑧 и 𝑦0 = 𝑧0 = 0. Г.
Шварц изготовил гироскоп с такими необычными свойствами. Неизвест-
ные функции даются как Al(𝐶1, 𝑡 + 𝐶2).

6 Жанр 𝑝 = 0

Случай нулевого жанра
Если жанр поля интегралов равен нулю, то для любых двух зависи-

мых интегралов можно указать третий, через который они выражаются
рационально. Ср.: кривая рода нуль эквивалентна прямой.

Если степень трансцендентности поля интегралов равен 1, то все ин-
тегралы выражаются рационально через один 𝑅(𝑥; 𝑡) и при автоморфиз-
мах поля интегралов этот элемент испытывает дробно-линейные подста-
новки. Это приводит к тому, что вводимые им трансценденты оказыва-
ются решениями уравнения Риккати.

Если степень трансцендентности поля интегралов равна 2, то такой
элемент указать тоже можно и поэтому хотя бы часть трансцендент ока-
зывается решениями уравнения Риккати.

Выводы
Система дифференциальных уравнений допускает интегрирование в

конечном виде в двух случаях:

∙ Если жанр поля интегралов больше нуля, то вводимые интегриро-
ванием трасценденты – абелевы функции; имеется алгоритм, позво-
ляющий отыскивать такие интегралы за конечное число действий.

∙ Если жанр поля равен нулю, а степень трансцендентности над по-
лем основных функций равна 1 или 2, то хотя бы часть вводимых
интегрированием трасцендент – решения уравнения Риккати.

Не связана ли сложность второго случая в большой размерности со
сложностью теории гиперповерхностей?

Литература

16



Список литературы
[1] Moses, J. Symbolic integration. MIT Report, 1967.

[2] Moses, J. Symbolic integration: the stormy decade. // Communication of the
ACM. Vol. 14, no. 8. (1971)

[3] Cheb-Terrab E.S., Kolokolnikov T. Computer Algebra Solving of First Order
ODEs // Computer Physics Communications, 101 (1997) 254.

[4] E.S. Cheb-Terrab, T. Kolokolnikov First order ODEs, Symmetries and Linear
Transformations // Submitted to “European Journal of Applied Mathematics”
- July 2000.

[5] Соболевский С.Л. Подвижные особые точки решений обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Минск, 2006

[6] Голубев В.В. Лекции по аналитической теории дифференциальных урав-
нений. ГИТТЛ, 1950.
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